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Math Essay

1번 문항 (2022년도 한양대 모의논술)

평면 위의 삼각형 ABC의 세 변의 길이의 비가 AB BC  CA     이다.

AB

BC  인 경우 AB의 값을 구하시오.
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2번 문항 (2022년도 중앙대 논술기출)

≥에서 정의된 함수 


lnln 에 대하여, 원점이 O인 좌표평면 

위의 점 A  가 있다. 점 A를 직선   에 대하여 대칭시킨 점을 B라 할 때, 두 벡

터 OA 

OA
와 OB 

OB
의 내적의 최댓값을 구하시오. (단, ≥에서 ≤ 이다.) 
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3번 문항 (2022년도 중앙대 논술기출)

좌표평면 위에 세 점 A  , B  , C 가 있고, 점 P가 다음을 만족한다.

㈎ PA∙PB 

㈏ 두 실수  , 에 대하여 PCPAPB 이다.

  
 의 최댓값을  , 최솟값을 이라 할 때,   의 값을 구하시오. 



4

For you ,For all of us

4번 문항 (2022년도 부산대 메디컬 모의논술)

중심이 O 이고 점 A 을 지나는 원 가 있다. OA 위에

OP    ≤  ≤ 인 점 P와 원  위의 임의의 점 Q에 대하여 QR PR를 만

족하는 OQ 위의 점 R가 존재한다. 다음 물음에 답하시오.

[1] 점 R가 나타내는 도형의 방정식을 에 관한 식으로 나타내시오.

[2]   일 때, OR⋅PQ를 에 관한 식으로 나타내시오.

[3]   일 때, PQ의 중점 M에 대하여 RM TR를 만족하는 축 위의 점 T가 존

재한다. 이 때,
OR⋅PR의 값을 구하시오.

(가) 평면 위의 세 점 A B C에 대하여 다음이 성립한다.

① ABBCAC ② ABACCB

(나) 영벡터가 아닌 두 벡터   에 대하여  

 


⋅   


이 성립한다.
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5번 문항 (2020년도 한양대 모의논술)

삼각형 ABC의 변 AB의 중점을 G , 변 AC의 중점을 F 라 하자. 변 BC를 삼등분하는

BC위의 두 점 중 점 B에 가까운 것을 D , 점 C에 가까운 것을 E라 하고, 두 선분

EG 와 DF 의 교점을 H 라 하자.

[1] 다음 두 등식을 만족하는 실수     의 값을 구하시오.
GEABAC ,   FDcABAC

[2] 문항 [1]의 두 등식을 이용하여 선분의 길이의 비 GH  HE 를 구하시오.

[3] 변 BC 를  등분하는  개의 점들을 점 B 로부터 점 C 로의 방향으로 차례
대로 각각 I , I , …, I  이라 하자. 두 선분 FI 와 GI  의 교점을 J 라 할 때, 
선분의 길이의 비 FJ  JI 를 구하시오. (단, ≤ ≤)
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6번 문항 (2017년도 단국대 모의논술)

(가) 평면에서 한 점 O를 고정하면 임의의 벡터 에 대하여  OP인 점 P의 위치가

하나로 정해진다. 역으로 임의의 점 P에 대하여 OP  인 벡터 가 하나로 정해진

다. 이와 같이 좌표평면에서 점 O를 시점으로 하는 벡터 OP를 점 P에 대한 위치

벡터라고 한다.

(나) 좌표평면 위의 두 점 A B에 대하여 선분 AB를      으로 내분

하는 점을 Q라 하면, OQ 

OBOA
이다.

※ 자연수 에 대하여 좌표평면 위의 점 An, Bn, Cn이 다음 조건을 만족시킨다.

① 삼각형 A

B

C
의 넓이는 

이다.

②OA   


OB 

OC 

OB   


OC 
OA 

OC   


OA 

OB 

[1] AA 
BB AB  AC 을 만족시키는 실수  의 값을 구하시오.

[2] 삼각형 ABC 의 넓이를 구하시오. 

[3] 다음 조건을 만족시키는 점 P에 대하여 삼각형 PAB 의 넓이를 구하시오. 

→∞일 때, 선분의 길이 AP , BP , CP 가 모두 으로 수렴한다.
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7번 문항 (2017년도 부산대 논술기출)

(가) 삼각형 ABC의 넓이를 라고 하면

  

 AB AC sin∠A

이다.

[1] 아래의 [그림 1]과 같이 삼각형 XYZ는 원점 O를 중심으로 하는 단위원에 내접하는 삼각
형이고, 그 삼각형의 내부에 원점이 있다고 하자. 

∠YOZ   ,  ∠ZOX   ,  ∠XOY    
라고 할 때,  등식 

sinOX  sin OY  sin OZ    
가 성립함을 보이시오. 

                     

[그림 1]                              [그림 2]

[2] 위의 [그림 2]와 같이 임의의 삼각형 ABC의 내부의 한 점 P에 대하여 ∆PBC , ∆PCA , 
∆PAB의 넓이를 각각    이라 할 때, 등식  

  PA   PB   PC    
가 성립함을 보이시오. 
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8번 문항 (2017년도 시립대 모의논술)

좌표평면 위에 타원 





   이 주어져 있다. 원점 O와 타원 위의 점 A에 

대하여 벡터 OA와 수직이고 원점을 지나는 직선이 주어진 타원과 만나는 점을 B C라 하자.  

  AB ∙AC라 할 때 다음 물음에 답하여라.

(a)  이 되는 점 A를 구하여라. 

(b) 의 최솟값과 최댓값을 구하여라. 
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9번 문항 (2017년도 중앙대 논술기출)

 좌표평면 위의 원점 O와 원   위를 움직이는 점 P에 대하여

점 Q 가 OQ OP
 OP를 만족한다. 이때 의 최솟값을 구하시오.
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10번 문항 (2017년도 서울시립대 논술기출)

삼각형 ABC에서  BC ,   AC ,   AB이고 ≤≤이다. 삼각형 ABC의 내부

또는 경계에 있는 점 P에 대하여 내적
PA⋅PB PB⋅PC PC⋅PA

의 최댓값과 최솟값을     에 관한 식으로 나타내시오.
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11번 문항 (2016년도 안하대 모의논술)

아래 그림과 같이 반지름이  이고 점 O 를 중심으로 하는 원이 있다. 원에 내접하는 사각형 
ABDC 는 다음의 조건을 만족한다고 하자.

(조건1) OA OB OC            
(조건2) AD와 BC 의 교점 P는 선분 BC 를   로 내분한다.

[1] 삼각형 ABC 는 정삼각형임을 보이시오. 

[2] 벡터 AD 를 벡터 AB 와 벡터 AC 로 나타내시오. 
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12번 문항 (2015년도 부산대 모의논술)

벡터는 크기와 방향을 동시에 나타내는 물리량을 나타내는 수학적인 표현이다. 
예를 들면 변위, 힘, 속도, 가속도 등은 크기와 방향을 동시에 나타내는 벡터
이다. 벡터는 평면이나 공간에서 도형의 성질이나 수학적인 성질을 밝히는데 
다양하게 활용된다.

[1] 평면에 놓인 볼록 사각형에서 각 변의 중점을 차례로 연결하여 얻어진 새로운 사각형은 
평행사변형이 됨을 벡터를 이용하여 보여라. 

[2] 평면에 놓은 삼각형 ∆ABC 가 놓여 있다. 벡터 OA

AC BC 의 끝점이 삼각형의 

내부에 놓이도록  의 범위를 구하여라. 
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13번 문항 (2015년도 한양대 논술기출)

 <가> 두 벡터  , 가 이루는 각을 라 할 때, ∙를 다음과 같이 정의한다.
∙  cos

<나> 두 점 E, E가 나타내는 벡터를 각각  , 
라 한다.

<다> 평면 위에서 영벡터가 아닌 벡터 와 이 이루는 각은 이다. 

  (단,   )

 <라>  과 이 이루는 각은 이다.

[1] 제시문에서 주어진 두 벡터 , 에 대하여   ,   일 때 ∙를 구하시오.

[2] 제시문에서 주어진 벡터 의 성분과 성분을 과 를 이용해 나타내시오.
(단, 과 는 제시문 <다>와 <라>에 주어진 각이다.)

[3] 제시문에서 주어진 과 에 대하여 부등식 

sinsinsin≤


가 성립함을 보이시오.
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14번 문항 (2019년도 단국대학교 모의논술)

(가) 벡터의 덧셈

   AB, AD일 때, 벡터 AC를

   두 벡터 , 의 합이라 하고,

   기호 ABADAC로 나타낸다.

(나) 세 벡터 , , 와 실수 에 대하여

         ⋅ ⋅                      (교환법칙)

         ⋅  ⋅  ⋅         (분배법칙)

          ⋅  ⋅   ⋅      (결합법칙)
    이 성립한다.

※ 아래 그림과 같이 AB, AD인 직사각형 ABCD의 변 AD의 중점 E에 대하여 선분 
AE를 지름으로 하는 반원  과 선분 ED를 지름으로 하는 반원 가 있다. 반원  위의 

점 P 에 대하여, P 을 지나고 직선 BC와 평행인 직선이 반원  와 만나는 점 중 P 로부터

의 거리가 4인 점을 P 라 하자. 선분 AD 위의 점 Q 에 대하여, Q 을 지나고 직선 AD와 수

직인 직선이 선분 BC와 만나는 점을 Q 라 하자.

[1] ∠PAD이고 AQ일 때, PQ 
PQ 

의 값을 구하시오.

[2] 내적 PQ⋅
PQ  의 최솟값을 구하시오.
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15번 문항 (2019년도 광운대학교 논술기출)

  (1) 영벡터 는 크기가 0이고 그 방향은 생각하지 않는다.

  (2) 양의 실수 와 벡터 AB에 대하여 AB는 AB와 방향이 같고, 그 크기가 AB인 벡
터이다.
  (3) 세 점 A, B, C에 대하여 다음이 성립한다.

            ABBCAC, ABACCB

  (4) 선분 AB를    ( ,  )으로 내분하는 점을 P라 하면 다음이 성립한다.

            OP

 OA

 OB (단, O는 원점)

[2] 좌표평면 위의 두 점 A , B 와 원점 O에 대하여 다음 물음에 답하시오.
   (1) 선분 AB의 길이를 구하시오. 

   (2) PAPBPO  (≤≤)을 만족하고 ∆OAB의 경계 및 내부에서 움직
이는 
      점 P 가 그리는 선분의 길이를 구하시오. 
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16번 문항 (2020년도 동국대학교 논술기출)

[가] 삼각형 ABC에서 각 ∠BAC를 라고 할 때, 삼각형의 넓이 는

              
 ABACsin

    이다.

[나] 두 벡터 , 가 이루는 각의 크기가 일 때, 두 벡터의 내적은

            ⋅   cos
    이다.

[다] 사인함수와 코사인함수는

           sincos  

    을 만족한다.

[라] 좌표평면 위의 점 A 를 시점으로 하고 점 B  를 종점으로 하는 벡터 AB를 성분으로 나타

내어 보자. 두 점 A, B의 위치벡터를 각각 , 라고 하면

           AB       

    이다.

[마] 두 평면벡터    , 
   일 때, 두 벡터의 내적은

           ⋅  

    이다.

좌표평면 위의 세 점 A , B  , C 으로 만들어진 삼각형 ABC의 넓이를 제

시문 [가]~[마]를 이용하여 , , , , ,  로 나타내시오.

그리고 이 공식을 이용하여 A , B , C

 

 일 때, 삼각형 ABC의 넓이를 구하시

오.
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17번 문항 (2022년도 광운대학교 논술기출)

[1] 타원 

  ( )의 제1사분면에 있는 점 P 에 대하여, 점 P에서의 접선이 

축과 점 A에서 만나고 축과 점 B에서 만난다고 하자. 원점 O와 두 점 A와 B가 꼭짓점
인 삼각형 OAB가 직각이등변삼각형일 때, 다음 물음에 답하시오.

   
(1) 점 P의 좌표를 에 관한 식으로 나타내시오. 

   
(2) 삼각형 OAP의 넓이가 삼각형 OBP의 넓이의 2배가 되는 타원의 방정식을 구하시오.

   
(3) (2)의 타원의 두 초점 F와 F′에 대하여 다음을 만족시키는 타원에 있는 점 Q의 좌표를 모
두 구하시오.

FQ⋅F′Q  
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18번 문항 (2022년도 광운대학교 논술기출)

이 자연수일 때, 좌표평면에서 원점 O를 시점으로 하는 두 점의 위치벡터  
 



 과 

  
 

 


을 이용하여 벡터 을 다음과 같이 정의하자.

 
  




 

다음 물음에 답하시오.

(1) 원점 O를 시점으로 하는 위치벡터 의 종점을 점 Pn이라고 할 때, 의 값이 커짐에 따라 

점 Pn이 한없이 가까워지는 점 P의 좌표를 구하시오.

(2) ≥일 때, 점 Pn이 선분 Pn Pn 을     (,  )로 내분한다고 할 때, 
 의 

값을 구하시오.

(3) 점 A 과 (1)의 점 P에 대해 다음을 만족시키는 좌표평면의 점 Q가 나타내는 도형의 방
정식을 구하시오.

QAQP 

(4) 점 Pn을 축에 관해 대칭이동하고 축의 방향으로 1만큼 평행이동한 점을 Rn이라 하고 원

점 O를 시점으로 하는 두 위치벡터 ORn과 ORn 이 이루는 예각의 크기를  이라 할 

때, cos 의 최솟값을 구하시오.
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19번 문항 (2023년도 고려대학교 모의논술)

다음 그림과 같이 반경이 1인 반원 위에 ABBBBBBB를 만족시키는 4개의 점 B, 
B, B, B가 순서대로 놓여있다.

의 범위가 실수 전체일 때, AB
AB
AB
AB

의 최솟값을 구하고, 그 근거를 
설명하시오.
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20번 문항 (2024학년도 경희대 논술기출)

아래 그림과 같이 중심이 O이고 선분 AB를 지름으로 하는 반원과 중심이 O이고 선분 CD

를 지름으로 하는 반원이 있다. 선분 AB와 선분 CD는 수직이고, ABCD이다. 호 AP와 

호 QP 위에서 각각 움직이고 있는 점 M과 점 N에 대하여 OMON 의 최솟값이 


이다. 다음 물음에 답하시오. (단, 점 O는 선분 AB 위에 있다.)

   [1] 선분 O
O
의 길이를 구하시오.

   [2] OM
ON 이 최소일 때 MR 의 값을 구하시오.
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21번 문항 (2022학년도 중앙대 논술기출)

좌표평면 위의 점 P 가 다음의 조건을 만족하면서 연속적으로 움직인다고 하자.

삼각형 PAB의 넓이를 라 할 때,  의 최댓값을 구하시오.

(가) 점 P 는 시각   일 때,   에서 출발하여 타원  를 따라 반시계방향으로 

움직이기 시작한다.

(나) 점 P 는 시각   ≥일 때, 타원  의 두 초점 A B에 대하여 

PA ∙PB



를 만족시킨다.
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22번 문항 (2022학년도 중앙대 논술기출)

좌표평면 위의 세 점 A  B  C 가 있고, 점 P가 다음을 만족한다.




의 최댓값을  , 최솟값을 이라 할 때,  의 값을 구하시오.

(가) PA ∙PB 

(나) 두 실수  에 대하여 PCPAPB이다.
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23번 문항 (2022학년도 부산대 논술기출)

좌표평면에 두 타원    





    





이 있다. 제사분면에서 타원 

위의 임의의 

한 점을 P 라 하고, 점 P에서 축에 내린 수선의 발을 H 선분 PH와 타원 의 

교점을 Q라 하자. 

점 P에서 타원 의 접선과 점 Q에서  타원 의 접선의 교점을 R라 할 때, 다음 물음에 

답하시오. 

(1). PH ∙RH의 값을 구하시오. 

 

(2). 삼각형 PQR의 넓이를  , 삼각형 QRH의 넓이를  라 할 때, 

 
의 값을 구하시오. 

(3). ∠PRQ ∠QRH를 만족시키는 점 R의 좌표를 구하시오.
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24번 문항 (2022학년도 부산대 모의논술)

포물선   (  ) 위의 두 점 A   , B   (  )에 대하여, 점 A에서의 

접선과 점 B에서의 접선의 교점을 P라 할 때, 다음 물음에 답하시오.

(1) 포물선  위의 점 Q  (  )에 대하여 삼각형 ABQ의 넓이의 최대가 

되도록 하는 점 Q의 좌표를  , 를 이용하여 나타내시오. 

(2) 점 P를 지나고 축에 수직인 직선이 포물선  와 만나는 점을 R , 선분 AB와 

만나는 점을 S라 할 때, OR를 OP와 OS로 나타내시오. (단, ≠이고 O는 

원점이다.)

(3) 점 T  (   )와 포물선    사이의 거리가 최소가 되도록 하는 포물선 위의 

한 점을 C라 하고, 점 C에서의 접선이 축과 만나는 점을 E라 하자. 점 T를 

중심으로 하고 선분 CT를 반지름으로 하는 원의 넓이를  , 선분 ET를 지름으로 

하는 원의 넓이를 라 할 때, lim
→∞


 ×
의 값을 구하시오. 
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25번 문항 (2019학년도 가톨릭대 모의논술)

그림과 같이 선분 AB와 선분 CD가 서로 평행인 사다리꼴 ABCD에서 선분 BC를 삼등분

한 점 중 B에 가까운 점을 M , 선분 CD를   로 내분한 점을 N  선분 BN과 선분 DM

의 교점을 E , 선분 CE를 포함하는 직선과 AB를 포함하는 직선의 교점을 F라고 하자.

                       

  상수  에 대하여 CECBCD이고, CFCE 일 때,   의 값을 구하시오. 
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26번 문항 (2019학년도 한양대 모의논술)

(가) 매개변수 로 나타낸 곡선

sin cos

가 있다. (단,  는 양수, 는 실수이다.)

(나) 매개변수 로 나타낸 곡선

sin 


cos

가 있다.

(1)      일 때, 제시문 (가)의 곡선이 축과 만나는 점을 각각 F F ′이라 

하고, 축과 만나는 점을 P라 하자. 점 P를 원점에 대하여 대칭이동한 점을 Q라 하자.

두 초점이 F F ′이고 선분 PQ가 단축인 타원의 방정식을 구하시오.

(2)    


  일 때, 제시문 (가)의 곡선이 축, 축과 만나는 점을 각각 

R S라 하자. 이 곡선에서 좌표가 최소가 되는 점을 T, 점 T를 축에 대하여 대칭이

동한 점을 U라 하자. RU∙ST를 라 할 때,   


에서의 미분계수  ′


를 구

하시오. (단, ≤  ≤ 


이다.)

(3) 점 P에서 제시문 (나)의 곡선에 그은 접선이 두 개이고 서로 수직으로 만난다.

이러한 점 P의 자취가 어떤 곡선인지 설명하시오.
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27번 문항 (2024학년도 경희대 논술기출)

중심이 O이고 반지름의 길이가 인 원 위에 서로 다른 세 점 A B C가 있고, 점 O와 점 

A를 잇는 선분의 중점을 O′이라고 하자. 점 O′으로부터 세 점 A B C로의 세 벡터가 상

수 ≤  ≤에 대해 다음 식을 만족한다고 할 때, 다음 물음에 답하시오.

O′AO′BO′C

(1) 점 O로부터 두 점 B C로의 두 벡터의 내적 OB∙OC의 최댓값을 구하고, 그 근거를 

논술하시오. 

(2) (1)에서 OB∙OC의 값이 최대일 때, 삼각형 ABC의 넓이를 구하고, 그 근거를 논술하

시오. 
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28번 문항 (2024학년도 한양대 모의논술)

좌표평면에서 선분 AB를 아랫변으로 하는 사다리꼴 ABCD가 다음 조건을 만족시킨다.

점 P가 APCP∙BPDP


을 만족시킬 때, AP의 최댓값을 구하시오.

(가) CD, DA

(나) cos∠DAB 


 cos∠BCD
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28번 문항 (2024학년도 한양대 모의논술)

정팔각형 ABCDEFGH에서 CABE일 때, 이 정팔각형의 넓이를 구하시오.
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29번 문항 (2024학년도 연세대 논술기출)

좌표평면 위의 점 P와 평면벡터 에 대하여, OQ  OP  ≥을 만족하는 

점 Q가 그리는 반직선을 생각하자. 네 점 P  P  P  P 과 

네 벡터           에 대하여

OQi
OPi

      를 만족시키는 점 Q가 그리는 반직선 가 주어져 있다.

다음 제시문을 참고하여 물음에 답하시오.

서로 다른 두 개의 반직선이 만났을 때, 양의 실수 에 대하여 다음 규칙을 따라 새로운 

반직선들이 생성된다고 하자.

(가) 서로 다른 두 반직선   ≤  ≤가 시작점 P 또는 P가 아닌 점 P에서 

만날 때, OR  OP 
 ≥을 만족시키는 점 R이 그리는 반직선과

OS  OP 
 ≥을 만족시키는 점 S가 그리는 반직선이 각각 생성된다.

(나) 새로 생성된 반직선들을 포함하여 임의의 서로 다른 두 반직선이 시작점이 아닌 

점에서 만날 때에도 (가)의 규칙이 계속 적용된다.

※ 아래는 위 과정을 통해 생성된 일부 반직선들을 나타낸 그림이다.

                                  

(1). 두 반직선  에 대하여 제시문의 (가)에 따라 새로운 반직선들이 생성될 때, 점 

A 를 지나는 반직선이 생성될 수 있는 양의 실수 가 존재하면 그 값을 찾으시오.     
만약 존재하지 않으면 그 이유를 설명하시오. 

(2). 네 반직선    에 대하여 제시문의 (가), (나)에 따라 새로운 반직선들이 생성될 

때, 점 A 를 지나는 반직선이 생성될 수 있는 양의 실수 가 존재하면 그 값을 찾으시
오. 만약 존재하지 않으면 그 이유를 설명하시오. 
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30번 문항 (2024학년도 서울시립대 논술기출)

두 곡선   과   가 만나는 두 점 중 좌표가 음수인 
점을 P , 좌표가 양수인 점을 Q라 하자. 점 A 에 대하여 
≤PQ∙PA을 만족시키는 정수 를 구하여라.
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1번 문항 해설

AB

BC∙AB

BC이고 AB∙BC  BA∙BC이므로

AB
 BCBA∙BC 

cosB 

 이다. AB라 하면 BC이므로

위의 등식으로부터  임을 알 수 있다. 따라서, AB AB


이다.
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2번 문항 해설

두 벡터의 내적이 OA 

OA
∙OB 

OB
 cos임을 알 수 있다. 곡선 





lnln 은   ,  에서 축과 만나고, ≥에서 증가한다. 

원점에서 곡선   에 그은 접선 중 기울기가 최대인 경우에 내적 cos가 최댓값을 갖
는다. 곡선     위의 점   에서의 접선이 원점을 지나면, 
  ′이므로   ′을 얻는다. 즉,
lnln  lnlnln이고, 이 식을 정리하면
lnln  , 따라서 ln ± 이다.

ln  에 대응하는 접점의 좌표는  


  ,

ln  에 대응하는 접점의 좌표는   이다.
위의 두 접점에서 접선의 기울기를 비교하면,


   을 이용하여


 







 ⟺ 


   


    






이므로

 







이다.

따라서 A    , B  일 때, 최댓값 
 



을 갖는다.
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3번 문항 해설

조건 ㈎에 의해서 점 P 는  위의 점이라는 것을 얻는다.
P  에 대하여 조건 ㈏를 이용하면,      에서
 에서   이고,

 에서   

 이다.

이를 정리하면,   

 이고   

 를 얻는다.

그러므로, 







 










 로 두면, 


   즉   라는 직선의 기울기가 임을 알 수 있

다. 중심이  이고 반지름이 인 원에 접할 때, 기울기가 최댓값과 최솟값을 가지므로, 직
선   와 점  까지의 거리가 이 되어야 한다.

즉, 


 이 식을 정리하면,  이다.

이 이차방정식의 두 근이 바로 의 최댓값과 최솟값이 되므로  

이고, 근과 계수의 관계에 의해 합은 
 , 곱은 

 이므로   



이다.
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4번 문항 해설

[1] OQ이고, OQORRQORPR이므로 ORPR 이다. 따라서 점 R은 두 점 
O P 로부터 거리의 합이 로 일정한 점이다.  

ⅰ)   이면 점 P가 원점이 되므로 점 R이 나타내는 도형은 중심이 원점이고 반지름의 길

이가 인 원과 같다. 따라서  이다. 

ⅱ)   이면 점 P가 점 A가 되고  OA ≤ORAR ≤ORPR이므로 점 Q가 점 
A가 아닌 위치에 있을 때, 점 R이 나타내는 도형은  이고, 점 Q가 점 A의 위치에 있
을 때, 점 R이 나타내는 도형은     ≤  ≤이다.

ⅲ)   이면 점 R은 서로 다른 두 점 O P로부터 거리의 합이 로 일정한 점이 되어 
타원 위의 점이 된다. 즉, O 과 Pt 을 초점으로 하고 장축의 길이가 인 타원의 방

정식은, 두 점 O′ 

 과 P′

t
 을 초점으로 하고 장축의 길이가 인 타원을, 축 방

향으로 
 만큼 평행이동한 방정식과 같다. 따라서

 
 









  

이다.    
[2] 





O P

Q

R

OR⋅PQ  OR⋅PRRQ  OR⋅RQ OR⋅PR 과 같다. … ① 

한편 OR     라 두면, RQ   PR  이다.

또한, OPRPROORPR 이므로 OP   ORPR 이다.

   OR⋅PR
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이므로 OR⋅PR 

 
이다. 

따라서 ①에 

OR⋅PQ OR⋅PRRQ   OR⋅PR  

 

이다. 

[3]   이면 점 R은 타원  
 










  위에 있다.





O P

Q

R

RM TR에서 RM RT  이므로 점 R은 두 점 M T의 중점이어야 한다. … ① 

ⅰ) 점 Q의 좌표를   라 하자. 그러면   이다.  

ⅱ) 점 M은 PQ의 중점이므로 M


 

 이다. 한편, 점 R은 두 직선 OQ와 MR의 교

점이다.
직선 OQ의 방정식은

  


  … ②

이고, 직선 MR은 점 M을 지나고 직선 PQ에 수직이다. 직선 PQ의 기울기는 
 이므로 

직선 MR의 방정식은 

  
 

 
  즉,  


 

  … ③
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이다. 따라서 ②, ③에 의해서 






 가 되어 
  즉, 점 R의 좌

표는 
 이다. 

ⅲ) ①에 의해서 점 R의 좌표의 배가 점 M의 좌표가 된다.  

따라서 ×




 을 만족하는  이다≤ ≤ . 

이를 만족하는 점 Q의 좌표는   이 된다. 
따라서 점 R은 타원의 단축 위의 꼭짓점이 되어

OR⋅PR  ××cos


 

    

이다.
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5번 문항 해설

[1] 
문제의 조건을 그림으로 구성하면 다음과 같다.

<그림 3> 

 

GE AE AG 

AB  AC


AB


AB  AC
 따라서   

 ,   


FD AD AF 

AB AC


AC


AB AC
   따라서   

 ,   

  

[다른 풀이]

GE GB BE  

AB


AC AB
 

AB  

AC  

 FD FC CD  

AC


AB AC
 

AB  

AC

따라서  
 ,   

 ,   
 ,   

  

[2] 
GHGE , DHFD 라고 하자. ( 은 실수)

AH AGGH  AF FH

즉, 
AB  

AB

AC=
AC  

AB 

AC이다. 이 식을 정리하면 다음 식

을 구할 수 있다. 






 , 

 




  이 두 식을 연립하여 계산하면

 

 (GFBC이므로 처음부터 으로 두고 풀어도 된다.)

따라서 GH  HE  
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[3]
GI  
AI  

AG 

AB AC


AB



AB  klAC

같은 방법으로 계산하면, FI
 

AB  nkAC
 

GJ  GI 이라고 하자. GFBC이므로 FJ  FI 이다.
AJ AGGJ  AF FJ AG GI

  
AF FI



이제 위의 [2]와 같은 방법으로 계산하면 
 이다. 따라서 

FJ  JI 
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6번 문항 해설

[1] 
점  A, Bn, Cn의 정의로부터 점 An  은 선분 BCn을   으로 내분하는 점, 점 Bn  은 

선분 CAn을   으로 내분하는 점, 점 Cn  은 선분 ABn을   으로 내분하는 점임을 
알 수 있다. 

 

A

CA

B

C

A

B

B

C


 









AA  


AB  AC 

이고

BB  


BC  BA

 


AC 
AB  AB

 


A


C
 
A

B


 

이므로 A

A
 
B

B
   

A

B
 
A

C
  이다. 따라서    

 ,   이다.

[2] 대학발표 예시답안

Bn

An
Cn Bn 

An 

Cn 

삼각형 ABC의 넓이를 ∆ABC로 나타내자. 
그림으로부터
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∆AnBn Cn   

AnBn ⋅
AnCn  sin∠An

 

 
 AnCn 

AnBnsin∠An

 

 ∆AnBnCn

이다. 같은 방법으로

∆BnAn Cn   ∆CnBn An   

 ∆AnBnCn

임을 알 수 있다. 따라서

∆An Bn Cn   ∆AnBnCn  ×

 ∆AnBnCn  

 ∆AnBnCn

이므로

∆ABC  

 ∆ABC  
 

∆ABC 

이다.

(다른풀이)

∆BnCnBn  와 ∆BnBn An에서 CnBn  
Bn 

An    이므로 

∆BnBn An  

∆AnBnCn 이다.

∆AnCn 
Bn  와 ∆BnBn 

Cn  에서 AnCn  
Cn Bn    이므로 

∆AnCn Bn   

 ∆BnBn Cn   


×

 ∆AnBnCn 

 ∆AnBnCn이다.

같은 방법으로

∆BnAn Cn   ∆CnBn An   

 ∆AnBnCn 

임을 알 수 있다. 따라서 

∆An Bn Cn   ∆AnBnCn  ×

 ∆AnBnCn  

 ∆AnBnCn

이므로

∆ABC  

 ∆ABC  
 

∆ABC 

이다.
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[3] 대학발표 예시답안
OAn   ,

OBn  rn sn,
OCn  tn un이라 하면 주어진 조건 ②에 의하여

다음이 성립한다.

           

            

따라서 삼각형 AnBnCn의 무게중심과 A Bn Cn 의 무게중심은 동일하다.

조건으로부터 →∞일 때, 선분의 길이 AnP , BnP , CnP가 모두 으로 수렴하므로

점 P의 좌표를  라 하면,

→, →, →, →, →, →

이다. 따라서



    


    
→



    


    
→

이므로 

    
, 

    
이다. 그러므로 점 P는 삼각형 ABC의

무게중심이고 삼각형 PA

B
의 넓이는 


이다.

(다른 풀이)
삼각형 AnBnCn의 무게중심을 Gn이라 하면 조건 ②에 의해

OGn  


OAn 
OBn 
OCn  


OAn  
OBn  
OCn  
OGn 

이다. 따라서 삼각형 AnBnCn의 무게중심과 ABn Cn 의 무게중심은 동일하다.

조건으로부터 →∞일 때, 선분의 길이 AnP , BnP , CnP가 모두 으로 수렴하고

∣AnP
BnP
CnP∣≤∣AnP∣∣BnP∣∣CnP∣

이므로 →∞일 때 AnP 
BnP 
CnP는

에 수렴한다.

AnP 
BnP 
CnP  OP  OAn 

OBn 
OCn 

OP OGn GnP

이므로 →∞일 때 점 Gn이 점 P에 수렴한다. 그런데 모든 자연수 에 대하여 점

Gn은 G
으로 동일한 점이므로 점 P는 삼각형 A


B

C
의 무게중심이고 삼각형

PAB의 넓이는 

이다.
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7번 문항 해설

[1] 

선분 OX의 연장선 위에 XOOA가 되도록 점 A를 잡는다.

점 A를 지나고 선분 OZ와 평행한 직선이 선분 OY (또는 선분 OY의 연장선)와 만

나는 점을 B라 하고, 점 A를 지나고 선분 OY와 평행한 직선이 선분 OZ (또는 선

분 OZ의 연장선)와 만나는 점을 C라 하자.

그러면 ∆OAB에서
BOBAsin  AO AB sin  OBOAsin

또는
OBAB sin  OA AB sin  OBOAsin

이다.  OA이므로
OB sin sin , AB sin  sin

이 된다. 따라서  OBsin
sin 이고 ABsin

sin 이다.

□OBAC는 평행사변형이므로 OCBA 이고, OAOBOC이다.

OXsin

sin OYsin

sin OZ이므로 sinOXsinOYsinOZ 

(다른 풀이)
반직선 OX가 축의 양의 방향과 이루는 각을  ≤≤라 하면

OX cos sin

OY cos sin

OZ cos sin cos sin

이다. 벡터 sinOXsinOYsinOZ의 성분은
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sin cossin cossin cos
 sin cossin cos cossin sinsin cos cossin sin
 sin cossin cos cossin cos cos
 cossinsin cossin cos
 cossinsin
cossinsin
 

마찬가지로 벡터 sinOXsinOYsinOZ의 성분은
sin sinsin sinsin sin
 sin sinsin sin coscos sinsin sin coscos sin
 sin sinsin sin cossin sin cos
 sinsinsin cossin cos
 sinsinsin
sinsinsin
 

따라서 sinOXsinOYsinOZ 이다.
[2] 대학발표 예시답안

∠BPC , ∠CPA , ∠APB , PA , PB  , PC 라 두면

 


sin ,  


sin ,  


sin이다.

PX a

PA , PY b

 PY , PZ c

PC라 두면

[1]에 의해서 sinPXsinPYsinPZ  , 또는 

sin

PAsin 

 PBsin 

 PC 이다.

양변에 

를 곱하면




sinPA


sinPB


sinPC 이고 

따라서 ⋅PA⋅PB⋅PC 이다.
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8번 문항 해설

AB ∙AC  OBOA∙OCOA

OA ∙OAOA∙OB OC OB∙OC

 OA OB

이므로  OA OB 이다. 

(1)  에서  OA OB이므로 타원의 대칭성으로부터 점 A와 점 B는 축 또는 축 대
칭이다. 따라서 점 A와 점 B는 축 또는 축 대칭이고, 직선 OA와 직선 OB가 서로 수직
이므로 직선 OA와 직선 OB의 기울기 중 하나는 이고 다른 하나는 이다. 그러므로 점 
A는 주어진 타원과 직선   의 교점인  





 , 


 

  
또는 주어진 타원과 직선  의 교점인 




 
 , 




 
이다. 

(다른 풀이)

(1) AB ∙AC  ABACcos   이므로  이 되려면 AB와 AC가 이루는 각이 



 가 되어야 한다. AB와 AC가 이루는 각이 
 일 때, 점 A를 구하자.

∆ABO와 ∆ACO에서 AO는 공통, ∠AOB 


∠AOC  이고 타원의 대칭성에 의하여 

BOCO이므로 ∆ABO≡∆ACO이다. 

따라서 ABAC이므로 ∠ABO 


∠ACO이고 ∠OAC 

 이다.

그러므로 ∆ACO는 이등변삼각형이므로 OA OC이다.
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OA 의 기울기를 라 하면 OA⊥OC이므로 OC의 기울기는  
 이다. 

한편, OA OC가 되려면 타원의 대칭성에 의하여 점 A와 점 C는 축 또는 축  대칭이 

되어야 하므로 OC의 기울기는 이다. 그러므로  

에서 

±

이 된다. 즉, 점 A는 타원과     또는  의 교점이다. 
따라서 





 , 


 

  
또는




 
 , 




 
이다.

(2) 가 최대가 되려면 OA 의 길이가 최대이고, OB의 길이가 최소가 되며 두 벡터가 수
직이어야 한다. 점 A가 장축에 있고 점 B가 단축에 있을 때, 조건을 만족하며 최댓값 

 을 가진다. 같은 이유로 점 A가 단축에 있고 점 B가 장축에 있을 때, 조건을 만족하

며 최솟값은  을 가진다. 
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9번 문항 해설

[1] (다른 풀이)

점  는 원    위에 있으므로  cos ,   sin  ≤≤ 

 로 둘 수 있다. 

이때 

cos
 


 

 , sin
 


 



cos









 , 즉, sin
 , cos 



따라서

 sincos  sin 
  ,  


≤ 


≤ 



이고  sin 
  


⋅





⋅

 


이므로 




≤sin 

 ≤

따라서 의 최솟값은  
 이다. 

(다른 풀이2)

그림과 같이 원점에서 원  에 그은 두 접선이 단위원  과 만

나는 점을 각각 A , B라 하면 점 Qr s는 AB  위를 움직인다.  라 두면 점 

Qr s는 직선   와 AB의 교점이다. 점 Qr s가 점 A와 같을 때 직선   
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의 절편인 가 최소가 된다.  

원  의 중심을 C라 하고 직선 OA , OC가 축의 양의 방향과 이루는 

각을 각각  , 라 하면  

 , cos 

 , sin 
 이므로

cos cos

sin ×


×




 , sin 
 이다. 따라서 점 A


 

 이
므로 의 최솟값은 







 이다. 

(대학발표 예시답안)

OQ OP
 OP로 정의된 Q는 원점과 점 P를 이은 직선이 단위원  과 만나는 

점이 된다. 따라서 원점에서 원  에 그은 두 접선의 방정식을 구하면 된

다. 하나는 축이고 나머지 하나를 구하기 위해서   로 놓고  에 

대입하면  이고 중근을 가지기 위해서는 

 이다. 

  이므로 직선   

 와 단위원이 


 

 에서 만나고 이때 는 최솟

값 
 을 갖는다. 
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10번 문항 해설

PA⋅PB PB⋅PC PC⋅PA 

PAPBPC PAPBPBPCPCPA

PAPBPC 
이므로

PA⋅PB PB⋅PC PC⋅PA PAPBPC


이다. 따라서 PAPBPC 의 최댓값과 최솟값을 구하면 된다.

삼각형 ABC에 대하여 A  , B  , C 라 하고 삼각형 ABC  내부의 임의

의 점을 P  , 무게중심을 G라 할 때, 

PAPBPC 
  











  








 
 




 




  






 
 



 
 



이다. 여기서 
  






 
 



 
 



이고 상수이다.

GP

 

 



 



이므로

즉, 점 P가 삼각형 ABC의 무게중심일 때, 최솟값을 갖고, 무게중심에서 가장 멀리 있을 때 
최댓값을 갖는다.

ⅰ) P가 삼각형 ABC의 무게중심인 경우에 최솟값을 갖는다.

파푸스중선정리에 의해 
 




PA



  이고 정리하면 PA



이

다. 같은 방법으로 PB 


, PC 


이므로 

PAPBPC 


이다. 따라서 최솟값은 


이다.

ⅱ)  ≤  ≤ 이므로 PA인 경우에 최댓값을 갖는다.

PAPBPC  이므로 최댓값은 


이다. 
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11번 문항 해설

[1]

(조건1)에 의해 OA OB  OC 이므로 OA OB OC 이고 양변을 제곱하면

OAOA∙OB OB  OC

이다. 여기서 OA OB OC  이므로 OA∙OB   

 이다. 따라서

AB  OB OA  OB OB ∙OA  OA 

이고 AB   이다. 

마찬가지 방법으로 OB OC  OA 에서 BC   , OC OA  OB 에서 
CA    임을 알 수 있고 따라서 삼각형 ABC 는 정삼각형이다. 

[2]

AD AP (는 실수)이고 AP  

 AB  

 AC 이므로 

AD AP  


AB  


AC

이다. 한편, [1]에 의해 AB  BC  CA    이고 삼각형 ABC는 정삼각형이므

로 AB ∙AC  ⋅⋅

 

 이다. 따라서

AP   
 AB  

 AB ∙AC 

 AC  







 



즉, AP  
 이다. 또한 삼각형 ABP 와 삼각형 CDP 는 닮음이므로 

BP  DP  AP  CP , 

  DP 


 




이고  DP  


 , AD 








,  

 이다. 따라서 

AD  

 AP  

 AB  

 AC
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12번 문항 해설

[1]
다음과 같이 사각형  의 각 변을 벡터에 대응시키면

벡터의 합에 성질에 의해서 다음이 성립한다.
AB  BC  AD DC

변  의 중점을  , 변  의 중점을  , 변  의 중점을   변  의 중점을  라고 놓
으면

 

AB BC


AD DC


 

AD AB


BC DC


이 되고 두 쌍의 대변이 서로 평행하므로 사각형  는 평행사변형이다. 

(다른 풀이)
임의의 볼록사각형 ABCD 에 대하여     이라고 하
고, 네 변의 중점을 각각 
 




 ,  




 ,  




 , 




 
라 하자.

MN 




  , QP 




  이다. 
MN QP 이므로 MN QP 이고 MN QP가 성립한다. 
따라서 한 쌍의 대변이 평행하고 그 길이가 같으므로 사각형 MNPQ는 평행사변형이다.
[2]
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변 AC 의 중점을 M 이라 하면 OA 

AC OM 이다.  

따라서 OM BC 가 삼각형의 내부에 놓이기 위해서는  

  이다. 

(다른 풀이 1)
삼각형 ∆ABC 에서 선분 AC 의 중점을 M , 선분 AB 의 중점을 N 이라 하자. 

OA

AC OM 이고, BC MN 이므로 

OA

ACBC OM MN 이다. 

따라서 끝점이 삼각형의 내부에 놓이기 위해서는 

   이므로  

 이다.

(다른 풀이2)
삼각형 ∆ABC 에서 선분 BC 위의 한 점을 Q , 선분 AQ 위의 한 점을 P 라 하면,
AQ  ABAC (단,   ), AP AQ    이다.

따라서 AP AQ ABAC  … ①

또 AP OP OA OA

ACBC OA   
ACBC  

AC ACAB

        AB  

AC … ②

①과 ②에서

 ,   



연립방정식을 풀면  

 

 ,  

   이므로,  

  이다.
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13번 문항 해설

[1]

<가>에서   라고 하면   이다.

  ,  이므로 연립해서 풀면  ,  이다.

그러므로 ·    · 이다.

(다른 풀이 1)

   ,   , 이므로 아래 그림과 같은 직각삼각형이다.

그러므로 ·   이다.

(다른 풀이2)

 세 변의 길이를 알고 있으므로 제코사인 법칙에 의해 와 가 이루는 각의 
cos의 값은

cos · ·

 







이다. 그러므로
·   cos  ··


 

이다. 

[2]
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   ,   로 두면,   tan  tan이다.
그러므로 tantan

tan ,   tan tantan

tan tan 이다.

 tantan
tan

tantan

tan tan 이다.

(다른 풀이)

사인법칙에 의해 sin


sin


sin
 이고

 벡터 가 축 아래에 놓여있는 경우를 고려하면 의 성분은 sin

sin
cos 이고, 의 

성분은 ±sin

sin
sin 이다.

[3]
 sin  ( ∈   )라 하자.  함수 가 위로 볼록하므로 젠센부등식에 의해
≥  이 성립한다. 

    


       을 대입하면 

sinsinsin≤


이다. 

(대학발표 예시답안)

 sin    일 때,  ″ 이다. 따라서 구간  에서 함수 는 위로 볼
록인 함수이다. 그러므로

sin   sin sin  ≤ sin 
   sin 
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sin 

 

sin 






                             ≤ sin 

×







                             sin 
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14번 문항 해설

[1]
점 Q을 선분 AD방향으로 4만큼 이동시킨 점 Q′이라 하고, 선분 Q′Q의 중점을 M

이라 하자. 점 M을 지나고 직선 AD와 평행인 직선에 내린 점 의 수선의 발을 P′이라 하
면

P

Q
 
P

Q



 P


Q
′ P


Q



 P


M



MP′PP
=  

(별해)
점 B를 원점으로 하는 좌표평면을 생각하면
P 

 P 
 Q Q 

이므로
P

Q
   , P


Q
   

이다. 따라서 PQ
PQ    이고

PQ
PQ


 

이다.

[2]
점 Q을 선분 AD방향으로 4만큼 이동시킨 점을 Q′이라 하고, 선분 Q′Q의 중점을 M이라 

하자. 점 M을 지나고 직선 AD와 평행인 직선에 내린 점 P의 수선의 발을 P′이라 하면
PQ⋅
PQ

PQ′⋅PQ

 MQ′MP⋅MQ
MP

 MP

MQ



 MP



이다.

점 Q이 선분 AD위를 움직일 때, 점 M은 선분 BE의 중점 N과 점 N을 AD방향으로 8만
큼 이동한 점 N′을 끝점으로 하는 선분 위를 움직인다.(그림 참조) 따라서
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(1) MP
의 최솟값 : M이 선분 CD의 중점(Q이 선분 ED의 중점)이고 P가 점 D이거나, 

M이 EF의 중점(Q이 선분 AE의 중점)이고 P가 점 E인 경우이며,

이 때 MP



이다. (단, F는 E에서 선분 BC로 내린 수선의 발이다)

(2) MP
의 최댓값 : M이 점 N(Q이 점 A)이고 선분 PN 위에 반원 O의 중심이 있는 

경우이거나 M이 점 N′(Q이 점 D)이고 선분 PN′위에 반원 O의 중심이 있는 경우이며 이 

때 MP

  이다.

답 : 최솟값은 , 최댓값은 
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15번 문항 해설

(1) AB  

(2) 선분 AB를   로 내분하는 점을 Q라 하면

         PQPAPB

         PQPO , OQOPOP 

         OP 

OQ

여기서 Q는 선분 AB이므로, P는 


A 


 

 , 




B 


 

 
을 양 끝으로 하는 선분 위의 점이다.

따라서 구하는 선분의 길이는 
AB이다.
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16번 문항 해설

먼저 O , P , Q 를 꼭짓점으로 하는 삼각형 OPQ의 넓이를 구하면

          
 OPOQsin∠POQ 

 OPOQcos∠POQ

           
OPOQ OP⋅OQ  



           
  

  



삼각형 ABC를 평행이동하여 A가 원점에 오도록 하면 세 꼭짓점은
A , B  , C  은 각각 O , P , Q 

따라서 삼각형 ABC의 넓이 는 삼각형 OPQ의 넓이와 같고

   



그러므로 A , B , C

 

 를 꼭짓점으로 하는 삼각형 ABC의 넓이는

  

 ×

× 
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17번 문항 해설

[1]

 (1) 점 P 에서 접선은 

  인데,

    절편과 절편이 같으므로 



    그리고 





 이므로 










, 


 



        ∴  


,  


(2)  일 때 이므로 

에서  

 , ∴ 

 

(3) 초점을 F , F ′ 라 하면   


 



   FQ⋅F′Q  을 만족할 때는 가 단축의 꼭짓점일 때

       ∴ Q


  또는  Q
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18번 문항 해설

(1) P 라 하면  








 ,  





 이므로 P 

(2) Pnxn  yn이라 하면   
 



,   
 

 

이므로

                

 

 


(3) Q 라 하면 QAQPOAOPOQ  이므로

    QAQP 는   


(4) Rn은 오른쪽 그림과 같다. 따라서 , 일 때 cos값이 최솟값

           R

 , R


  

 

이므로 cos OR 
OR 

OR⋅
OR







62

For you ,For all of us

19번 문항 해설
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20번 문항 해설

[1] O

MO


N의 최솟값 


은 O


MO


N

의 값이 최소일 때 구할 수 있다. 따라

서 다음의 식에 따라

OM
ON


 OM


OM⋅

ON
OM


 



두 벡터의 내적 OM⋅
ON의 최솟값이  

 이 되도록 하는 점 M과 점 N의 위치를 찾도록 

한다. ON을 점 O이 시점이 되도록 평행이동한 벡터를 ON′이 이라고 하면 ON
ON′

이고, 두 벡터 OM과 ON′이 이루는 각을 라 할 때, 다음의 식을 얻을 수 있으므로
OM⋅
ON
OM⋅
ON′ OM

ON′cos  cos

O

M⋅O


N의 최솟값  

 은 cos가 최소일 때 구할 수 있다. 이는 가 최대일 때이므로, 

점 M이 점 P와 일치하고, 점 N′이 점 A와 일치할 때, (즉, 점 N이 점 Q와 일치할 때)

얻을 수 있다. 따라서 두 벡터 OP와 OA가 이루는 각이 가 되고 cos  
 을 만족한

다.
이때, 점 P로부터 선분 AB에 내린 수선의 발을 H라고 하면 ∠PO


H이므로 선분 

O

H의 길이는

OHcoscos  



따라서 OO
OH
HO 



[2]
아래 그림과 같이 선분 AB를 축, 선분 CD를 축으로 하는 좌표평면을 잡으면 점 O는 원
점이다.
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[1]에 의해 직각삼각형 OOR에서 O 

 , O   이고, 선분 OR의 길이는

OROO






이므로 R
 이다.

또한 (1)에서 점 M은 점 P와 일치하고, OH
HO 

 이므로 H 

 이다. 선분 MH의 

길이는

MHsincos


이므로 M 



 이다.

따라서 MR  
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21번 문항 해설

정답 : 







PA ∙PB  ∙ 

을 얻은 후, (가)의 타원 방정식을 대입하여





   ⇒ 




를 구한다. 이때, 삼각형 PAB의 넓이는 이므로 의 최댓값을 구하면 된다. 

의 최댓값을 구하기 위하여 의 미분을 계산하면 ′





이므

로,   일 때 

의 최댓값  







을 가진다는 것을 알 수 있다.
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22번 문항 해설

정답 : 



P 라 하자. 조건 (가)에서  이 나온다. 조건 (나)에서 


와 

  가 나오고 정리하면 


와  


이다.

따라서 





이다. 


 로 놓으면  이고 이것은  를 지나고 

기울기 인 직선의 방정식이다. 가 최대, 최소가 되는 것은 원  에 접할 

때이다.

 에서 직선에 이르는 거리는 


이고 정리하면  이다.




 


 근과 계수의 관계에 의하여

  


×


 


이다. (참고로 




 


이다.)

[별해]







에서  을 고려하여  cos   sin을 대입한다.




cos

sin
이 되고 우변을 에 대하여 미분하여 극대, 극소를 구하면




 


이고  


이 된다.
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23번 문항 해설

정답 : (1)  (2) 


 (3)   

(1) P 에서 타원 에 그은 접선의 방정식은 





 이고 점 Q ′이라 하면 

점 Q에서 타원 에서 그은 접선의 방정식은 




′
 이므로 두 접선의 교점 R의 

좌표는 

 이다.

따라서 PH   RH  

 이므로 PH∙RH이다.

(2) (1)번의 결과에로부터 선분 RH는 두 선분 PQ QH과 수직이므로

삼각형 PQR의 넓이   

 PQ×RH이고 삼각형 QRH의 넓이   

QH×RH이다.

따라서 






QH×RH



 PQ×RH

QH

PQ
′
′



























 



(3) ∠PRQ∠QRH 라 하면   

 RP×RQ× sin,   

 RQ×RH× sin이다.




 


이므로 



QRHRsin



 PRQRsin

 


이다.

PRHR이고, PR  HR 이다.

점 P  R

  H 에 대하여 식으로 나타내면

(1) 











이다.

점 P 가 타원  위의 점이므로  


이고, (1)에 대입하면









이므로    범위에서는  


이다.

따라서 점 R의 좌표는   이다.
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24번 문항 해설

정답 : (1) 




 

  (2) OR

OPOS
 (3) 

(1) 삼각형 ABQ의 넓이가 최대인 경우는 점 Q에서의 접선의 기울기가 선분 AB의 기울기와 

같은 경우이다.

≠인 경우에, 선분 AB의 기울기는 


이고, 기울기가 인 접선의 방정식은 

 


이다. 따라서 

 


 
 



 



   


이다.

한편, 
  

 이므로 





이다.

그러므로 점 Q의 좌표는 Q




 

 이다.

 인 경우에,  이다. 이 선분 AB는 축과 평행하며, 점 Q의 좌표는 원점이 된다. 

그러므로  인 경우에도, 점 Q의 좌표는 




 

 이다.

(2) 점 A , 점 B 에서의 접선의 방정식은 각각 

         이다.

두 직선의 교점의 좌표를 P 라 두면, 





이므로 

   ×





이다.

이 값을 직선 에 대입하여 정리하면 


이다.

따라서 P의 좌표는 P


 

 이다.

점 P에서 축에 수직으로 그은 직선이 선분 AB와 만나는 점이 S이므로 점 S의 좌표는 




이며,

이것은 점 S가 선분 AB의 중점임을 뜻한다.

그리고 


 


×













이므로 S





 

 이다.

또한 [기하-1]의 결과에 의하여 점 Q와 점 R는 일치한다. 따라서 

R





 

 이다.
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×














이므로 점 R은 선분 PS의 중점이다.

따라서 OR

OPOS
이다.

(3) 점 C 라 두자. T 이므로

TC 

 에서 최솟값 를 가진다. 따라서, 이다.

점 C 라 두면   이다.

점 C에서의 접선의 방정식은   이므로 점 E의 좌표는 

 이다.

따라서 선분 ET의 길이는 가 지름의 길이이므로  이다.

그러므로 lim
→∞


 ×
 lim

→∞



 이다.
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25번 문항 해설

정답 :  


  



∆CDM에서 점 E는 DM 위에 있으므로 다음이 성립한다.

CE CDCM ≤  ≤

한편, ∆BCN에서는 점 E가 BN 위에 있으므로

CE CNCB ≤  ≤

이다. 점 M은 BC의 삼등분 점 중 점 B에 가장 가까운 점이므로 CM 

CB이고,

점 N은 CD를   내분한 점이므로 CN 

CD이다. 즉,

CE CD


CB 


CD CB

이다.

영벡터가 아닌 두 벡터 CD CB가 서로 평행하지 않으므로  는

  


 ⇒   




 ⇒   

를 만족하고, 이를 연립해서 풀면   


   


이다.

그러므로 CE 

CB

CD, 즉,  


  


이다.
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26번 문항 해설

정답 : (1) 





 (2) 





 (3) 해설참조

(1) 제시문 (가)의 곡선은

sin cossin
 

이다. 즉   
  ≤  ≤이다.

이 곡선이 점 ±  에서 축과 만나므로, F   F ′  으로 놓을 수 

있다. 그리고 P  Q 이다. 그러므로 두 초점이 F F′이고 선분 PQ가 단축인 

타원의 장축의 길이는  이다. 이로부터 구하는 타원의 방정식은









(2)    


  일 때, 제시문 (가)의 곡선이 축과 만나는 점 R의 좌표를 

계산하자.

cos

그런데 


 


이므로  


, 즉,   


 


가 되고 이로부터 

sin


 

 를 얻는다. 따라서 R의 좌표는 sin


 

  이다.

제시문 (가)의 곡선이 축과 만나는 점 S의 좌표를 계산하자.

sin  

그런데 ≤  ≤


이므로   이고 cos이다. 따라서 S의 좌표는 

 cos이다.

이제, 좌표가 최소가 되는 점 T를 찾자. cos일 때 좌표가 최소가 되므로, 

  ,

즉   


 


를 얻는다. 따라서 T의 좌표는 sin


 

   cos

 이다.

점 U는 점 T를 축에 대하여 대칭이동하여 얻어지므로 U의 좌표는 cos

 이다.

그러므로

RU∙ST cos

sin


 

  ∙cos

 cos

cos

 cos

sin


 

 cos
삼각함수의 덧셈정리에 의하면
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 ′cos


sin


 

 sin

sin


 

 cos

cos


 

 sin
 


sin 


cos


sin 


sin


cos




에 


를 넣으면  ′

 

sin





cos



그런데 sin


 


이고 

cos


 cos


 

 cos


cos


sin


sin





이므로

 ′
 






(3)  sincos  이므로 제시문 (나)의 곡선은 타원  이다.

기울기가 인 접선의 방정식을  라 하면, 교점의 좌표는  을 

만족한다. 중근을 가져야 하므로




  

⇒   ⇒ ±





따라서 기울기가 인 접선의 방정식은  ±




이다.

기울기가 인 접선이 점 P 를 지날 때 (≠±)

 ±




 ⇒  



⇒  


  ⋯ ①

식 ①의 두 근을  라 하면, 두 직선이 서로 수직으로 만날 조건에 의해 

 


 



이다. 따라서  


을 만족한다. 한편 ±일 때, 즉 점 

P 의 좌표가

 
   

   
   

 일 때도 모두 타원에 그은 접선은 

수직이고,  


을 만족하므로 점 P의 자취는 중점이 원점  이고 반지름이 







인 원이다.
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27번 문항 해설

정답 : (1) 


 (2) 



주어진 식 O′AO′BO′C는 다음과 같이 쓸 수 있고,

O′OOA O′OOBO′OOC

위의 식에 O′O 
OA을 대입하면 다음의 식을 얻을 수 있다.



OAOBOC ⋯ (가)

(1) 식 (가)의 양변을 제곱하면 다음과 같다.




OA  OBOB∙OCOC

따라서 OB∙OC


 


이고, ≤  ≤의 범위에 따라 OB∙OC의 최댓값은 

 일 때 


 


 


이다.

(2) 두 벡터 OB와 OC가 이루는 각을 라 하자. 다음의 식

OB∙OC OBOCcos

에 위에서 구한 OB∙OC의 최댓값 


을 대입하면 

cos  


 sin cos



따라서 삼각형 OBC의 넓이는  ∆OBC 

 OBOCsin 


이다.

위에서 구한  을 식 (가)에 대입하면



OAOBOC (즉, 

OA 

OB

OC)

이므로, 선분 CB 위의 한 점 P를 CP PB  을 만족하도록 찾을 수 있다.

즉, OP 

OB

OC이기 때문에 OP 

OA임을 알 수 있다. 따라서 

AP 
 OP이고,

∆ABC 

 ∆OBC
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28번 문항 해설

정답 : 



점 D에서 선분 AB에 내린 수선의 발을 H라 하고, 점 C에서 선분 AB에 내린 수선의 

발을 H ′라 하면

AHDAcos∠DAB×


  DHDAsin∠DAB×


 

DHCH′BCsin∠BCDBCsin∠BCDBC×


, 즉, BC

따라서 H ′BBCcos∠BCDcos∠BCD ×


 이고,

ABAHCDH ′B  

점 A가 원점, 선분 AB가 축에 놓여있다고 하면, 점 A의 좌표는  , 점 B의 좌표는 

 ,

점 C의 좌표는  , 점 D의 좌표는  이다. 점 P의 좌표를  라 하면, 

APCP∙BPDP


로부터

  ∙    ∙ 

 

 



즉,  
 



  
 






이다. 

따라서 점 P는 중심이 점 Q

 

 이고 반지름이 


인 원 위에 있다.

AP의 최댓값은 AQ
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28번 문항 해설

정답 : 



정팔각형의 한 변의 길이를 라 하고, 정팔각형을 포함하는 

정사각형 PQRS를 아래의 그림과 같이 잡으면, 정팔각형의 넓이는 

정사각형의 넓이에서 네 개의 직각이등변삼각형의 넓이를 빼면 

되므로  이다.

DE CB라 하면,

CA

 
 이고 BE 

  
 이다. ∙  이므로

 CABE   

   


  

따라서 정팔각형의 넓이 는

 ·
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29번 문항 해설

[1]

두 반직선  과 가 점  에서 만나 생성한 반직선  위의 점  은 방정식 

    ≥을 만족시킨다.    에 대하여   라 하자.

반직선 위의 점 에 대하여      이고  ∙  이므로 점 은 

 ∙ 을 만족시킨다. 즉, 모든 양의 실수 에 대하여  ∙ 이면 반직선 은 

점  를 지나지 않는다.

조건 (가)에 의하여     또는    이다.

(ⅰ)    인 경우

  이므로    이다.

 ∙  ∙   

(ⅱ)   인 경우

  이므로    이다. 

 ∙   ∙    

(ⅰ), (ⅱ) 에 의하여 ∙ 이다.

따라서 문제의 조건을 만족시키는 양의 실수 가 존재하지 않는다.

[2]

(1) 풀이의 반직선 을 로 대체하여 같은 계산을 해 보면 똑같이 ∙ 이 성립함을 

확인할 수 있다. (이 값은       일 때 각각    이다.) 시작점이 아닌 교점 를 

갖는 두 반직선 , 에 대하여 4-1의 풀이에서처럼 확인해보면 두 반직선  가 생성한 

모든 반직선은 ∙ 을 만족한다. 이와 같이 반직선     및 이들로부터 

생성된 모든 반직선 중 교점을 갖는 임의의 서로 다른 두 반직선을 각각  라 하고, 

두 반직선  를 나타내는 방정식을 각각

 
 

 
 


 ≥이라 하자.

여기서 두 반직선  가 에서 만나 생성한 반직선 을 나타내는 방정식을 

  라고 하자. 이때   
 또는  

이다.    라고 하면 

 에 대하여 ∙ 을 보일 경우  가 이 반직선 위에 있지 않음을 확인할 

수 있다.

       에 대하여        이고 4-1의 

풀이에서와 마찬가지로 ∙
  ∙

 ⋯⋯ ㉠

이다.

또한 두 반직선  의 교점  에 대하여

∙
   ∙

  ⋯ ⋯ ㉡
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이다.

㉠, ㉡에서

 ∙
 ,  ∙

 ⋯ ⋯ ㉢

이다.

(ⅰ)  
 인 경우


   이므로     가 되고,

 


 이므로 ㉢에 의하여

∙  
∙


∙
∙

 

(ⅱ)  
 인 경우

(ⅰ)과 마찬가지로 ∙∙
∙

 

(ⅰ), (ⅱ) 에 의하여  ∙ 이므로 가 이 반직선 위에 있지 않다.

이를 반복해서 적용하면 새로 생성된 모든 반직선은 점 를 지날 수 없음을 알 수 있다.
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30번 문항 해설
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